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dans F telle que, pour tout f e T, T < g alors, pour tout X € E, on a f(x) = gix),
done sup[(f(x)rer] € gix). Ce qui équivauta p = g.

Inversement, supposons que I admet une borme supérieure et posons ¢ = sup(l).
1 est facile de voir que, pour toul x € E, 0(x) est la bome supérieure de la panie
(f(x e 1. Ce qui achéve la démonstration, O
Coroellaire 2.7.6 Soit {fninewune suite croissante de (fE —» F], =). Alors
elle admet une limite s5i, pour tout x € E, la suite (fa{x))ne o en admet une. Dans
ce cas, on a limg[fafix) = lHmylin(x)].

2.8 TYPOLOGIE DES ORDRES

Dans plusieurs domaines, 'introduction des ordres constitue une démarche
fondamentale pour une bonne intelligence des méthodes et techmigues d’analyse.
[l est donc primordial davoir & sa disposition une balterie d’ordres intéressants
pour pouvoir les utiliser & bon escient. .

2.8.1 Morphismes

Etant donnés deux ensembles ordomnés (LBp, =1) et (Ea, =2), on appelle
morphisme d ordre enlre ces deux structures, toute fonction totale f de E duns
E: telle que

VR ¥ [x 51y = f{x) =2 [{y)]
Un morphisme d’ordre est aussi appelé fonction croissante, En dualité, une
fonction f de Ey dans E; cst dite décroissante ss1

Vr, vy [x Sy = fly) =2 1(x)]
Une fonction de By dans E; est dite monotone i elle est soit croissante, soil
décroissante.
On dit que (E;, <1) et (B, <3) sont isomorphes lorsqu’il existe une bijection f,
appelée alors isomorphisme d’ordre, de Ey sur Ep telle que

Vi, ¥ (xS y & H(x) 53 f(y)
Le concept dual d’isomorphisme d’ordre se nomme anti-morphisme.
Définition  On appelle type d' ordre la classe de tous les ensembles ordonnés
isomorphes d un méme ensemble ordonné.

Outre le type linfaire déja défini, nous allons étudier quelques types d'ordre
miéressants, Leur connaissance cst déterminante pour aborder en particulier le
probléme de [a terminaison des algonthmes,

2.8.2 Ordre neetherien

Un ordre sur un ensemble E est dit neetherien, ou bien-fondé, lomsque loute
partie non vide de E admet un minimal. Un ensemble muni d"un ordre neethernen
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est dit neetherien. 11 est clair que toute partic non vide d'un ordonné nwetherien
est nethenen,

Exemple 2.8.1 1. Sur V*, rappelons qu’un mot m est un facteur d'un
mot w lorsqu’il existe deux mots u et v tels que w = umv,
Clairement, la relation “étre facleur de” est un ordre neetherien. Par contre,
dés que IV = 2, I'ordre lexicographique sur V¥ n’est pas netherien,
2. Soit A une arborescence (¢f. exemple 1.8.4). 51 nous munissons 1'ensemble
des neeuds de A de Mordre = défini par

x<y<>yestunfilsdex
alors nous obtenons un ordre neetherien,
3. 51 E est défini par un schéma d’induction alors, en posant, pour tous x, ¥

X =¥ < (x =y ou hauteur(x) < hauteur(y))
on obtient un ordre neetherien (¢f, 1.4.2).
4. Un ordonné est dit inf-finf lorsque toute partie non vide admet au moins
un et au plus un nombre fini d’éléments minimaux. Un tel ordonné qui
posside beaucoup de propriétés intéressantes est neetherien (of. Exercices),

Théoreme 2.8.1 Dans un ordonné netherien, towt élément qui n'est pay
maximal a un SHCCESSENT.

Preuve. Soit x un élément d’un ordonné neetherien (E, <), Soit
Sx)={yeBElx<y]

Si x n'est pas maximal dans E, alors S(x) n'est pas vide, Par conséquent, 8(x)

admet un minimal. Il est clair que tout minimal de S(x) est un successeur de x. O
Il n’est pas dit que tout élément qui n'est pas minimal admet un prédécesseur.

Théoréme 2.8.2 Soit (E, <) un ensemble ordonné. Les dewx propositions

suivantes somt éguivalentes ;

(1) L ordre = est neetherien.

(2) Toute suite strictement décroissante est finie ou, ce qui revient aw méme,

torte suite décroissante est Sanonnarre.

Preuve. (1) = (2) ; par contraposition. Supposons qu’il existe ung suite (nkhe

telle que, pour tout n 2 0, ap4 < ap. 1l st manifeste que la chaine non vide

{Ap)ne 1 Ne posséde pas de minimum, donc pas de minimal, car dans toute chaine

un minimal est un minimum. Donc E n’est pas nactherien.

(2) = (1) : par contraposition. Supposons que E ne soit pas neetherien. 11 contient

alors une partie A non vide qui ne posséde pas de minimal. Choisissons un

élément ag de A, Inductivement, si a; € A est déja fixé, alors on peut choisir 2+

dans A tel que aj+) < 4 car gj n'est pas minimal. II est manifeste qu’on construit

de cette maniére une suite strictement décrpissante infinie qui contredit (2) et

achéve la démonstration. O
La démonstration précédente ferait appel & 'axiome du choix.

Corollaire 2.8.3 IUin ordonné est neetherien ssi toutes sex chaines sont
reetheriennes.
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Corollaire 2.8.4  Le produir direct et le produit lexicographique de denx
ordres sont naetheriens ssi chacun deys ordres est neetherien.

Preuve. Nous montrons seulement la condition suffisante. Soient (Eq, <) et
(Ea, =1) deux ensembles ordommés nwtheriens. Soit ((xp, ¥n)ne n une suile
décroissante de Ey X E2 muni de "ordre produit ou de 'ordre lexicographique.

Il résulte de la définition de chacun de ces ordres que (Xplnen €5t une suite
décroissante de E;. Puisque E; est noetherien, cette suite est stationnaire a partir
d’un certain rang p. On en déduit que la suite (yq)p=p doit étre décroissante, donc
stationnaire # partir d'un certain rang ¢, car E; est aussi neetherien, 11 est elair
que {(Xp, ¥n)lne i €58t stationnaire a partir du rang . D’od la proposition. N

Définition  Un schéma < B, 2= gui engendre inductivement un ensemble E -

est dit bien-fondé lorsque la relation de préordre < définie sur E par
X Yy & (x = you if existe une séquence de construction de y contenant x)
est un ordre neetherien (cf. 1.4.3).

Théoréme 2.8.5 Une condition sigfisante pour qu'un schéma < B, 2> qui
engendre inductivement un ensemble E goit hien-fondé est qu' il existe une
fonction A : E — Ntelle que, pour toute régle f € £2, 5i x = f{x;, x3, ..., xp). alors
Ax) 21 + Max (Axi)i<isn)-

Preuve. Soient u et v deux éléments différents arbitraires dans E. 5i o figure
dans une séquence de construction de v, alors A(v) > A(u). Par conséquent, le
préordre défini plus haut sur E est antisymétrique, c’est donc un ordre. Cet
ordre est neetherien car s'il existait une suite strictement décroissante infinie
(vpne W d'éléments de E, alors il lui correspondralt une suite strictement

décroissante nfime (A(yn)new 4 entiers (of, théoréme 2.8.11 plus loin), O

Exemple 2.8.2 Considérons le langage L défini sur {a, b} par le schéma
« Base £
« Régles : Siu et v sont dans L alors auby et buav sont dans L
Ce schéma est arnbigu mais bien-fondé. En effet, les deux régles s'écrivent :
fi(u, v) = aubv
fa{u, v) = buay
Considérons la fonction A : L — N définie par A(w) = lwl. Clairement, A
vérifie les conditions du théoréme 2.8.5.

Corollaire 2.8.6 Tout schéma d induction non-ambigu est bien-fondeé.

Freuve. Dans un ensemble engendré par un schéma non-ambigu, la fonction
hauteur vérifie les conditions du théoréme 2.8.5 (cf. théoréme 1.4.4). O

2.8.3 Bon ordre

Lin ordre sur un ensemble E est dit bon lorsque toute partie non vide de E admet
un minimurt. Un ensemble muni d un bon ordre est dit bien ordonné.

11 est clair que la restriction d'un bon ordre est un bon ordre.
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Bien que le résultal qui suit paraisse intuitivement évident, nous voulons le
démontrer & partir des axiomes de Peano car il joue un rble fondamental.

Théoréme 2.8.7 Mest bien ordonné par I ordre naiurel.

Preuve. Par 'absurde. Supposons qu’il existe une partie A non vide qui n’admet
pas de minimum. Considérons alors 1'énoncé

Wn[vai(xe A=n=ux)|
Montrons par induction structurelle sur n que la proposition VX (x € A = n<x)
que nous dénotons par P(n), est vrale pour tout n.
Clairement, P{0) est vraie. 51 P{n) est vraie alors n ¢ A car, sinon, n serait le
minimum de A. L'hypothése d’induction s’écrit donc

Vilxe A=n<x)
D'aprés le théoréeme 2.7.1, le successeur de n dans 'ordre naturel est suce(n).
Par suite

Vx(xe A= succ(n) < x)
Autrement dit, si n vérifie P alors succ(n) vérifie P aussi. On en conclut que tout
n vérifie P. En particulier, puisque A est non vide, il existe un £lément a dans A
tel que P(succ(a)) est vraie. D'ol la contradiction succi{a) = a. Ce qui établit la
propasition. O

Dans les applications, le lecteur remarquera que les bons ordres sont souvent
utilisés dans deux directions duales, soit pour mettre en évidence des élémenls
remarguables, soit pour démontrer qu'un certain ensemble doit Etre vide.

Exemple 2.8.3 Soit a un entier relatif. Soit b un entier naturel > 0.
Montrer qu'il existe un unique entier relatif ¢ et un unigque entier naturel r
telsquea=bg+retd=r<h
Solution. Soit R le sous-ensemble de M défimi par

R={[xe Nlilexisic y € £ tel que a=by + x)
Je dis que R n'est pas vide. En effet, si a 2 0 alors R contient a, cara = bl +a.
Sia <0, alors I'identité a = ba + (1 — b)a montre que R contient (1 - bja.
Puisque R n’est pas vide et que M est bien ordonné, R a un minimum r. Il
existe donc un entier relatif qlelquea=bg+r. Jedisquer<bcarsib=r,
alors il résoltera de I'égalité a=b(g+ 1)+ (r—b)lquer— b e R. Ceci est
absurde, puisque r est le minimum de R,
Pour montrer I'unicité, soient g’ et 1’ tels que

a=bq +r avec0=r <b
Onar'—r=blg—q’). 5iq’ <q, alors b+ r=r’. Ce qui est en contradiction
avec 'hypothise r* < h.
De la méme maniére, on montre que q < q° est impossible. Done q = q’,
entrainant du méme coupr=r. 0

Nous reprenons maintenant 1'étude générale des bons ordres.
Théoréme 2.8.8 Un ordre est bon ssi il est linéaire et nietherien.

Preuve. La condition suffisante étant évidente, nous justifions seulement la
condition nécessaire. Clairement, un bon ordre est nietherien, De plus, il résulte
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de I'hypothése que toute partie & deux éléments admet un mimmum. Ce qui
équivant A dire que deux éléments quelcongues sont comparables. L'ordre est
donc lindéaire. 1

Corollaire 2.8.9 Towt bon ordre est linéaire,

Compte tenu des propositions 2.7.2, 2.8.1 et 2.8.4, on déduit de cc qui
précéde les résultats suivants :

Corollaire 2.8.10 Dans un ensemble bien ordonné, tout élément gui n' ext
pas maximum admet un successeur unique.

Corollaire 2.8.11 Le produit lexicographique de dewx bons ordres est bon,

Exemple 2.8.3 1. L’ordre habituel sur les rationnels n’est pas bon.

2. L'ordre lexicographique sur NxM est bon. On notera une différence

fondamentale entre cet ordre et I'ordre naturel sur M. En effet, alors que tout

intervalle de M est fini, il existe dans NxM des intervalles infinis. Par

exemple, entre (0, 0) et (1, U}, lu chaine maximale (0, 1), (0, 2), (0, 3), ... cst

infinie. Pathologiquement, en partant de (0, 0), il n’est pas possible

d’atteindre par pas fini n’importe quel ¢lément en un nombre fini d'étapes.

3. Soit (E, =) un ensemble bien ordonné. Soit M un ensemble arbitraire

disjoint de E. Soit F = E « M. On peut étendre 'ordre < & F tout entier de

sorte que M soit I'ensemble des minimaux de F. II suffit, par exemple, de

postuler que tout élément de M est comparable & tout élément de E, c-a-d
Ym,x[(me Metxe Ey=m = x]

Muni de cet ordre, F est clairement ncetherien.

c/o
Figure 2.8.1

2.8.4 Ordre complet

Un ordre sur un ensemble E est dit complet si les deux conditions suivanties sont
vérifiées :

- E posséde un minimum gui sera noté L et prononce bas

« Toute chaine non vide de E admet une bome supérieure

Un ensemble muni d'un ordre complet ¢st dit complétement ordonné.
P it
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Il résulte de la définition que toute suite croissante d'un ensemble
complétement ordonné admet une limite,

Exemple 2.8.4 1. Soit E un ensemble arbitraire. L'ensemble P(E) des

parties de E est complétement ordonné par I'inclusion.

2. Soit E un ensemble ordonné qui admet un minimum, 51 toute chaine de E

est finie alors E est complet.

3. Soit E un ensemble arbitraire. Soit L un élément qui n’appartient pas & E.

Considérons sur E; = Ew {1] la relation définie par
Yroy(xE<ye(x=youx=1)

Clairement, < est un ordre complet. Son graphe est

ba © T o /j;-:
|

i
Figure 2.8.2

Par la suite, on dira que (B, =) est I'extension trivialement compléte de E.

Théoréme 2.8.12 Le produil direct de deux ordres complets est complel.
En particulier, le produit direct de dewx extensions trivialement compléies est un
ordonné complet on toute chaine est finie.

Preuve. Soit (E;xEs, <) le produit direct de deux ensembles complétement
ordonnés (E;, £1) et (Ez, 2). .

En posant L = (L3, L7), on obtient le minimum de (EjXEz, <), ID’autre part, soit
I une chaine de (E;XEs, <). Il est manifeste que dom(T") et im(I")} sont
respectivement des chaines de (Eq, <) et de (Ea, =). Par suite, on vérifie
facilement que (sup{dom(I")), sup(im(I"))} est la bome supérieure de T.

La deuxigme partie de la proposition est triviale. [
Théoréme 2.8.13 L'ensemble (E — F) des fonctions partielles d'un
ensemble E dans un ensemble F est complétement ordonné par I'ordre “moins
défini gque”.

Preuve. En cffet. notons L la fonction nulle part définie, c-a-d, la fonction dont
le graphe est vide. Il est clair que L est le minimum de ((E — F), =). Par
ailleurs, d’aprés le théoréme 2.7.3, toute chaine de ((E — F), =) admet une
borne supéricure. Dot la conclusion. O
Théoréme 2.8.14  Soit F un ensemble arbitraire. Soit (F, =} un ensemble
ardonné complet. L' ensemble [E — F| des fonctions totales de E dans F exst
complétement ordonné par I'ordre induit.

Preuve. En effet, soit L la fonction Ax . Lp ol Lg est le minitnum de F, 11 est
clair que L est le minimum de ([E — FJ, £). D"autre part, gsoit [" une chaine de
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(|[E = K|, =). Il en résulte que, pour tout x € E, la famille (f(x))f= est unc
chaine de F. Puisque F est complétement ordonné, sup| (f(x))fe ] existe. D aprés
le théoréme 2.7.5, I" admet une borne supérieure. D'oll la conclusion, O

Corollaire 2.8.15 §i I'est une chaine de ([E — FJ, =) alors, pour tout x dans
E, sup{IT(x) = sup{{fix)lfe 1]. En particulier, si (fa)ne y est une suite croissante
de ([E = F], =) alors, pour tout x € E, limg{fn/(x) = limpffalx)].

51 E est ordonnd, alors on peut énoncer I'important résultat suivant :

Corollaire 2.8.16 L’ ensemble des fonctions croissantes d' un ordonné dans
un ordonné complet est complétement ordonné par U ordre induit.

2.9 INDUCTION NCETHERIENNE

Comme nous 'avons déja laissé entendre dans le premier chapitre, il exisie une
deuxieéme fagon de généraliser le principe d’induction sur M. Cele
généralisation, appelée principe d’induction ncetherienne, est applicable au type
d"ordre noctherien.

2.9.1 Le principe d‘induction ncetherienne

Nous donnens tout d’abord une autre caractérisation du type d’ordre noctherien
qui établira un paralléle entre les deux principes d’induction.

Théoréme 2.9,1 Seit (E, =) un ensemble ordenné, Les deux propositions
suivantes sont équivalentes !

(1) L'ordre < est neetherien.

(2) Toute partie P de E qui vérifie la propriéié vx [V (y<x=ye P)=xec P],
est égale d E.

Preuve, (1) = (2) : par I"absurde. Supposons qu’il existe une partie PP de E qui
vérifie la propriété énoncée ef P+ E. Dans ce cas, la partie E — P n’est pas vide et
admet done un mimmal m. Puisque PP vénfie la propriété, 1"implication
Yy(y<sm=ye P)=meP
est vraie, Comme la conclusion m e P est fausse, carm € E - P, 'hypothése
YYy(y<m=yeP)
doit étre fausse aussi. Ce qui équivaut A dire qu’il existe un élément a el que
a<mefae E—P Done, mn’est pas un minimal de E — P. Dol la contradiction,
(2) = (1) : pour montrer que (E, <) est neetherien il suffit, d’apriés le théoréme
2.8.2, de montrer que toute suite décroissante de E est stationnaire. Considérons
I'ensemble
P={x e E|toute suite décroissante commengant en x est stationnaire }
Je dis que P venfie la propriété énoncée. En effet, soit x un élément arbitraire. Si
% est un minimal de E alors x € P car toute suite décroissante commengant ¢n x
est stationnaire & partir du rang 1. Mais 51 x est un minimal de E alors 1'ensemble
[ve E|y<x} est vide, donc la proposition Vy (y < x = y € P) est vraie. Par
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conséquent, si X est un minimal de E, alors x vérific la proposition

Yy{y<x=ye PI=xeP (3
Supposons maintenant que x ne soit pas un minimal de E. Considérons
arbitrairement une suite décroissante commengant en X. Si cette suite est
constante, alors elle est stationnaire. Sinon, elle prend une valeur y avec y < x,
Par conséquent, si toule suite décroissante commengant en y ¢st stationnaire alors
la suite considérée est stationnaire aussi. Autrement dit, nous venons de montrer
que si % n’est pas un minimal de E alors x vénfie aussi la proposition (3).
En conclusion, I'ensemble P posséde la propriéié

Tx [Vy(y<x=yvyePl=xe P
Donc P = E. Ce qui équivaut A dire que toute suite décroissante de E est
stationnaire. La proposition est démontrée. O
Dans le langage courant, la proposition (2) s’énonce comme suit ;

Si une partie P a, pour tout x € E, la propriéié

si tout y < x appartient & P alors x appartient & P

alors P = E.
Le lecteur aura remarqué la ressemblance entre la proposition (2) et la clause de
fermeture intervenant dans la définition inductive d’un ensemble et nous savons
par ailleurs que cette clause constitue le fondement du principe d'induction
structurelle.
Corollaire 2.9.2 (principe d’induction nwetherienne) Soit F une
propriété définie sur un ensemble ordonné neetherien (E, =). Pour monmer que
tout x appartenant 4 E vérifie P, c-d-d vx € E [P(x]], il suffit de prouver que :
1. Base d’ induction : tout minimal de E vérifie P.
2. Etape d'induction : pour tout x non minimal, si tout y < x vérifie P alors x
vérifie P.
Preuve. Soit V = {x & E | x vérifie P}. Démontrer 1. et 2., ¢’est démontrer que
WV possede la propriété

VE[Vy(y<x=ye V)=xe V]
En effet, considérons 1'implication (3)

Vy(y<x=yeV)=2xeV
Si x est un minimal de E alors U'ensemble {y € E | y < x] est vide, donc la
proposition ¥y (y <x =y € V) est vraie. Dans ce cas, I'implication (3) est vraie
ssi X appartient 3 V, c-ii-d, ssi x vérifie P. Cest bien |'objet de I'étape L.
Par ailleurs, I'étape d’induction prouve que I'implication (3) est vraie lorsque x
n’esl pas un minimal de E.
En procédant ainsi, on a établi, pour tout x, la vérité de la proposition (3).
Autrement dit, on a prouvé que V posséde la propriété

Vi, ylly<x=yeV)=xe V]
11 résulte du théoréme 2.9.1 que V = E. Ce qui établit la proposition. O

Méme si les démonstrations données plus haut 1'ont fait, il n’est pas inutile de
souligner une fois de plus que 1. er 2. s’expriment logiquement par la méme
proposition
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vk |[Vyly<x=veV)=xe V]
Dans la pratique, la séparation en deux cas gagne en clarté et empéche tout cubli.

Exemple 2.9.1 On veut montrer que le programme récursif

P(x) == si x > 100 alors x — 10 sinon P(P(x + 11)
calcule la fonction

f(x) = (si x > 100 alors x — 10 sinon 91)
A premiére vue, il semble difficile de voir que, pour toute donnée d’entrée,
le programme s'exécute en un nombre fini d'étapes. Pour le prouver,
I'astuce consiste 4 mettre en évidence un ordre neethenen avec lequel le
programme calcule en descendant. Puisque toute chaine strictement
déeroissante est finie, le programme s arrétera.
Munissons N de "ordre « dont le diagramme orienté de gauche a droite est

101 ¢
162 100 o0 "
(03 o i —o—0—0 3
i
o 9] Ho ]
{1
Figure 2.9.1

L'ensemble des minimaux de (M, «) est done {x € N1101 =x].

Montrons par induction neetherienne que le programme calcule £

« 51 X est minimal, ¢’est mmeédiat,

+ 51 100 « x « 90, alors P(x + 11) =x + 1, donc P(x) = P(P(x + 11)) =
P(x + 1) ; autrement dit, P(x) est constante et vaut P(100) = 91,

+5i 89 « x « 0, alors 100 « x + 11 « x, I'hypothése d’induction donne done
P(x) = F(P{91)) = P(91) = 91.

Corollaire 2.9.3 (principe d’induction netherienne sur N) Soir P oune
propriété définie sur N muni de I ordre naturel < Powr montrer que tout n € iN
vérifie P, il suffir de prouver que :

{. Base d'induction : 0 vérifie P.

2. Etape d induction : pour tout n > 0, 8 towt m < n vérifie P alors n vérifie P.

Preuve. D’aprés le théoréme 2.8.7, (N, <) est bien ordonné donc netheren.
Par conséquent, le principe énoncé n'est qu’une transcription du principe général
dang un cas particulier. )

Tout comme dans le cas de 'mduction structurelle {¢f. 1.5.3), on est souvent
amené & prouver une proposition de la forme Vx e E [P(x)] ol P est une
propriété concernant les éléments d’un ensemble E gui n'est pas explicitement
muni d'un ordre neetherien, Dans ce cas, la technigque consiste encore a se
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ramener 4 une induction sur N grice & une stratification de E {¢f. 1.5.3).

Exemple 2.9.2 Dans I'anncau K[x] des polynomces en I'indéterminée x &
coefficients dans un corps K commutatif (¢f. 5.4.1), soient deux polyndmes
A(x) et B(x) avec B(x) = (. Montrer qu’il existe deux uniques polyndmes
Q(x) et R(x) tels que A(x) = B(x)Q(x) + R(x) avec d°(R(x)) < d*(B(x)) ou
Rix)=
Solution. Fixons arbitrairement B(x) = baxd + .. + byavec d = 0 et by = 0.
Montrons par induction neetherienne sur le degré de A(x) qu’il existe (i(x) et
R(x} vérifiant les propriétés exigées.
Sid®(A(x)) < d, alors on prendra Q{x)} = 0 et R{x) = A(x).
Sid = d®{A(x)), alors posons

A(X) = agenx® 0+ . +ay (agen = 0etnz0)
Supposons que tout polyndme de degré < d+n vérifie la propriété. Montrons
que Afx) vérifie 1a propriéié. En effet, soit

A'(x) = A(x) — agynbi x4B(x)

Clairement, d°(A'(x)) < d°(A(x)). Par hypothése d'induction, il existe deux
polyndmes Q'(x) et R’(x) tels que A'(x) = B(x)Q'(x) + R'(x) avec R'(x)=0
ou d°(R'(x)) < d*(B(x)). Par suite, en prenant

Q(x) = Q°(x) + agyyby x"

R(x)=R(x)
on élablit I'existence de Q(x) et de R(x).
Nous laissons au lecteur la démonstration de 1'unicité. O

Pour terminer, examinons le rapport entre le principe d’induction structurelle et
le principe d’induction neetherienne sur IN.

Théoréme 2.9.4 Sur M, le principe d'induction structirelle est équivalent
ait principe d' induction netherienne.

Preuve. Rappelons que, sur N, le principe d'induction structurelle n'est gu'une
traduction de 1'axiome
() Toute partie P de N qui véritfie les deux conditions suivantes :
+DeP
« pour tout n, sin € P alors succ(n) € F
est ég&lt aM.
De méme, le principe d’induction ncetherienne sur N n'est qu'une traduction de
la proposition
(I} Toute partie P de M qui vérifie les deux conditions swivantes :
«Jel
» pour tout n > ), si tout élément m < n apparticnt & P alorsn e P
est égale & IN.
Comme (T1) =+ (1), il nous reste & montrer que (1) = (I},
ID'aprés le théoréme de caractérisation 2.9.1, montrer (II), ¢ ‘est montrer que
I'ordre naturel est neetherien. Or, dans le théoréme 2.8.7, nous avons montré
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qu’il résulte de (1) que 'ordre naturel est bon, donc nactherien. Ce qui prouve
que (II) est une conséquence de (1). L'équivalence (I) <= (II) est donc établie. 0

2.9.2 Induction ncetherienne et récursion

Comme le principe d’induction structurelle, le principe d'induction neetherienne

est d'une puissance considérable. Il permet non seulement de rarsonner mais
aussi de calculer.

Soit (E, <) un ensemble ordonné neetherien. Soit F un ensemble arbitraire.
Nous voulons savoir s'il est possible de définir une fonction f : E — F qui
satisfait une certaine propriété donnée a I'avance.

Trés souvent, la propriété se traduil, pour tout X € E, par une relation entre
la valeur fix) et la famille des valeurs (f{y))y.x. Si, grice i la relation, on peut
déterminer une unique valeur f(x) & partir de la famille des valeurs (f(y )y,
alors on dit que la fonetion £ est définie par une relation de récurrence,

Exemple 2.9.3 Une suite de Fibonacei est une fonction [ @ N — N qui
satisfait 1a relation de récurrence £, = f,,_) + ;2.

Voici d autres relations plus compliquées :
hiZn+ i) =3h{n)+an + by (i=0,1)

Tm)=20(L5 ) - (1"
T(n) = T[i'g D+ T '2—11} +n

Une relation de récurrence étant donnée, il se pose alors la question de savoir 571l
existe une fonction qui la satisfait.

Théoréme 2.9.5 Soit (E, <) un ensemble ordonné natherien. Soit M
Uensemble des minimaux de E. Soit F un ensemble arbitraire. Pour toute
fonction ¢ : M — F et pour toute relation de récurrence R, il existe une unigue
fonction f : E — F qui étend ¢ et satisfair R,

Preuve. Montrons d’abord [ unicité. Supposons qu'il existe deux fonctions fet g
qui ont les propriétés annoncées. Montrons par induction necetherienne la
proposition Vx [x € E = f(x) =g(x)], ¢c-a-d, f = g.
Eneffet, soitx € E.Ona:
« 51 X € M, alors f(x) = §(x) = g(x) ;
. 5ix # M, alors f{(x) et g(x) sont uniquement déterminés par la relation R &
partir de {f{y}}yﬂ et de {g(¥)]yox. respectivement ; il résultera alors de
I'hypothése d'induction ¥y |y < x = [{y) = g(¥)] que f(x) = g(x).
Pour montrer [ existence de f, associons 4 tout x € E I'ensemble

Iy= [y Elysx}
MNous dirons qu'un élément a dans E vérifie la propriété Q 571l existe une fonction
fa : Ia — F qui coincide avec ¢ sur M m I et satisfait R.
Remarquons tout d'abord que, comme pour f, si la fonction f; existe, alors elle
est unique. Par suite, 5i a et b vérifient (} ct sia < b, alors fy, est unc extension de

Trneluction neetherienne a5

fa. En particulier
a< b= fpla) = fy(a)
Cela dit, montrons par induction neetherienne que tout x & E vérifie Q.
Clairement, tout minimal de E vénfie Q.
Soit a € E — M. Supposons que tout x < a vérifie Q. Montrons que a vérifie Q. En
effet, considérons la fonction f, @ I — F définie comme suil :
Max)=fx(x)six<a
. fa(a) est la valeur déterminée par R & partir de {fx(x}}x<a
Par construction, f; coincide avec ¢ sur M m 15 et satisfait R. Donc a vénfie Q.
En conclusion, pour tout x € E, il existe une fonction fx : Ix — F qui coincide
avec ¢ sur M Ix et satisfait R. Soit alors £ : E — F la fonction délinie par
f(x) = fx(x)
Clairement, f satisfait aux conditions cxigées et la démonstration est achevée, [
Le lecteur aura remarqué que le procédé de définition de la fonction [ revét
un caractire éminemment récursil et le résultat précédent établit sa validité.
Seulement, rien n'est dit sur I'aspect algorithmique du calcul de £(x) & partir des
valeurs déja obtenues. Pour aborder cette importante guestion, il nous faut
d’autres renseignements sur la relation de récurrence.,

Exemple 2.9.4 Pour illustrer le théoréme précédent, commengons par
justifier rapidement qu'il existe une unigue fonction F 1IN — N telle que
Fp=F;=1
{ Fp=Fp1+ Fpp(n=2)
En effet, munissons M d’un ordre neethenien dont le diagramme est

o

ﬂ(f/ y

Figure 21.2.2

Les éléments minimaux sont done O et 1. Soit la fonetion § : {0, 1] - N
définie par $(0) = 9(1) = 1. D aprés le théoréme, F est I"unique extension de
{ qui satisfait la relation de récurrence Fp = Fpy+ Fy.s. La fonction ¢ fixe
les conditions initiales d'une suite de Fibonacci

Considérons ensuite pour tout couple (m, n) d’entiers naturels, la quantite
A(m, n) définie récursivement comme SUit :
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Alm,n)i=sim=0alorsn + 1
sinon sin = 0alors Alm—1, 1)
sinon A(m — 1, A(m, n - 1))

Il n’est pas évident, & premiére vue, qu on puisse définir ainsi une fonction A
de WxM dans M. Nouos allons voir que 1'existence et 1'unicité de A, appelée
familigrement fonction d’ Ackermann, sont assurées par le théoréme,

En ellet, notons Ny 'ensemble des entiers naturels = 0. En munissant X
de I'ordre lexicographigue, on obtient un ensemble bien ordonné (of. 2.7.3).
Posons M = [{(, n) I n & N}. Soit MxIN = (MyxN) o M. Etendons 'ordre
lexicographique sur MyXIN a X tout entier de sorte que M soit | 'ensemble
des minimaux, Amnsi ordonné, NxM est neetherien {of. exemple 2.8.3),

(0, 0)

(0, 1) &
e (1, (2, 0 3.0
0, 2) o ' O—0—0 OF—0—0) o-—o 0 D
(1, 1)
L]
)
Figure 2,93

Considérons la relation R définie pour tout m > 0 par :

Rim,n) :=sin=0alors Rlm -1, 1)

sinon R(m — 1, R{m, n — 1})

R est une relation de récurrence car, 51 m > () alors, pour tous v,y :

{m — ]-! }r} = {ITI, }r’:}

(m, y— 1) < (m, y).
Considérons la fonction ¢ : M — N définie par

0, n)=n+1
D’aprés le théoréme, la fonction d’ Ackermann existe et est 1'unique fonction
de IbxiM dans N qui étend ¢ et satisfait R.

2.10 POINTS FIXES

Les définitions récursives jouent un réle fondamental en informatique, car elles
portent trés souvent en elles-mémes le traitement algorithmique des concepts
ainsi introduits. A maintes reprises, au cours du premier chapitre et dans les
paragraphes qui précédent, nous nous sommes servis de cette puissante méthode,
mais la rigueur a exigé en contrepartie la mise en ceuvre d’'une machinerie
parfois lourde pour prouver sa validité. Ce paragraphe a pour but de présenter
un cadre unificateur pour aborder de fagon plus algébrique qu’algorithmique les

Paoints fixes a7

définitions récursives en général, yu'ils s’ agissent d’ensemble, de fonction ou de
Programine.

2.10.1 Motivations

La définition inductive d’un ensemble ou d’une fonction constitue des exemples
de définition récursive (¢f. 1.4 et 1.6.4). On peut symboliser le procédé par un
[ormalisme équationnel. Prenons le cas de 'ensemble V* des mots de longueur
finie sur un vocabulaire V : il vénfie 'équation ensembliste

V¥={e]u(Vx V¥
Considérons & présent un schéma d’induction <B, £2>. L’ensemble E qu'il
engendre est, relativement i I'inclusion, la plus petite solution de "équation
symbolique & une inconnue

X=BuUllX)
Plus généralement, la définition formelle de la syntaxe d’un langage de
programmation au moyen d'une grammaire peut étre symbolisée par un systéme
d’équations de la forme

X = (X, Xay ooy Xp)
ot 1'un des langages X,, X,, ..., X; sera l'ensemble des programmes
correctement écrits du langage (¢f. 1.4.2).

i1=1,2,....n

Au moyen d'une interprétation ensembliste, on peut faire comespondre & un
tel systeme d'équations syntaxigques un systéme d’égquations sémaniiques dont on
cherchera les solutions. Cette sémantique permet alors d’associer de fagon
univoque & chaque programme correctement écrit la fonction qu'il calcule.

Les systémes d’équations sémantiques peuvent avoir de multiples solutions,
mais I'on ne s'intéresse qu’a la plus petite, relativement i un certain ordre, qui
existe et qui est unique. L'introduction des ordres rameéne ainsi 'approche
algorithmique du calcul au concept classique d’approximation. En un nombre
fini d’étapes, on ne peut calculer qu'une approximation du résultat qui se définit
en général comme la limite d’une suite croissante.

2.10.2 Points fixes

Mous avens évoqué ci-dessus 1'aspect équationnel de la définition inductive d’un
ensemble. Dans le méme ordre d'idée, ce formalisme peut aussi servir
symboliser la définition inductive d'une fonction. En effet, prenons le cas de la
fonction factorielle dont la définition algorithmique

{ fac(() = ]
fac(n + 1)=(n+ 1) = fac(n)

est traduite par le programme récursif
fac(n) ::= (si n = 0 alors 1 sinon n * facin — 1))
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Théoréme 2.11.12 Solent m et mp les partitiony associées respectivement aux
relations d équivalence Ry et Rz. Alors, my est plus fine que m; 5i et sexlement si
R; = Ra. Par suite, la relation de finesse estun ordre sur 9.

Compte tenu du théoréme 2.11.7, onen déduit le

Corollaire 2.11.13 Muni de la relation de finesse, I'ensemble 3 dey
partitions de E est un treillis. Il est isomorphe au treillis { &, =) des relations
d' eguivalence sur E.

Dans 1'exemple qui suit, noas verrons comment effectuer des manipulations

sur F quand E est fini,

Exemple 2.11.5 SoitE=1{", 2,3, 4, 5, 6). 81 m est une partition dont
les classes sont {1, 3, 4], {2, 6}, (5}, alors nous noterons 7t = (134/26/3).
La partition la plus fine est 0 = (1/2/3/4/5/6).
La partition la moins fine ¢st 1 = (123436).
Etant données deux partitions 7, et 7z, la partition m; A mp s’obticnt en les
croisant, c-a-d, en prenant 1’intersection de chague classe de I'une avec toute
les classes de "autre. Par exemple :

(134/26/5) ~ (145/236) = (14/26/3/5)
Le caleul de myw mp est plus laborienx car il correspond A la détermination de
la fermeture transitive de deux relations. Par exemple :

(134/26/5) v (145/236) = (123456)

(14/25/3/6) v (146/25/3)) = (146/253)

EXERCICES

On considére la relation CHERCHEUR(Nom, Laboratoire, Directeur)
donnée par le tableau

CHERCHEUR(Nom, Lahoratoire, Directeur)

Nom Laboratoire Directeur
Dupond LIFIA N1
Dupont LGI N2
Martin LSD N3
Durand LGl N2
Asterix LSD M3
Obelix TIM3 M4
Durant LIFIA N1

Le prédicat associé s’énonce : le Nom d’un chercheur appartenant & un
Laboratoire dirigé par un Directeur.
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1. Préciser les domaines des attributs.,

2. Etudier les projections de CHERCHEUR.

3. Ewudier les décompositions de CHERCHEUR en utilisant le produit ou la
composition des relations.

Soient les relations R{A) et S(B) ob les attributs communs éventuels sont
munis des mémes domaines. On pose C= A U B,
On définit une relation ¥V entre relations par
R(A) V S(B) = Vv(C) [IIR(CA = IS(B)II]

1. Montrer que ¥V est un préordre. Que peut-on dire lorsque A=B 7
2. Montrer que R(x, Y) V Rx(Y) et R(A) V 5(B) = Rx(A—x) V Sx(B—x). En
deduire une relation entre R(A) et le produit de ses projections.
3. On considére la relation x < v interne & N,

a. Trouver ses projections suivant x et y,

h. Comparer < au produit de ses projections,

Soient les relations suivantes :

Ri(MNom, Age, Taille, Sexe) S(Nom, Age, Taille, Sexc)

Nom | Age |Taille| Sexc Nom | Age | Taille | Sexe
Dupont| 25 | 1,85| M Dupont | 25 | 185 | M
Dupont | 25 | 175 | M Dupont [ 25 | 1,75 F
Martin | 30 1,70 F Martin | 30 1,70 F

1. Ewdier les dépendances fonctionnelles de R et de S.

2. Donner leur projections sur (Nom, Age), (Nom, Taille), (Nom, Sexe).

3. Pour chaque relation, effectuer toutes les opérations binaires sur les
projections obtenues. Quelle conclusion peut-on en tirer ?

Soit R une relation binaire interne 4 un ensemble E. Soit Kj = dom(R1) et
Ci = im(RY),
1. Montrer que les suites (Kikien et (Cilie j sont décroissantes. En déduire
que chacune d’elles posséde une limite que I'on désignera par K et C,
2. On suppose que E est fini et de cardinal n.

a. Montrer que x appartient 2 K ss1 x appartient & dom(R™).

b. Montrer que x appartient & K ssi il existe btel que b £ K et et xRy.

c. Montrerque K@ =KnC=@,

Une relation binaire R sur un ensemble E est dite irréflexive silg = =R,
asymétrigue s1 9R € —R,
Montrer les propositions suivantes :

« R est antisymétrique 551 Vx, v € E (x 2 y et xRy = y—Rx)

« 51 R est asymétrique alors R est irréflexive

- 81 R estiméflexive ef transitive alors R est asymétrigque
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- 51 R est symétrique et transitive alors R n'est pas irréflexive

On considére des relations internes & B,
1. Donner une définition inductive de la relation binaire
R = {{x, y) | x et ¥ sont de méme parité].
Utiliser la pour montrer que (6, 2) € R,
2. Méme question pour 3= [{x, y, z) lx+y=z] et (2, 3, 5).
3. S0it T la relation x Ty < y —x = 2. Que représente R* 7 Méme question
en changeant v — x en ly — xl.

Soit la relation ternaire R = {(x, v, 2} | 2x + y = 2] interne & M.
Pour chaque a € N, soit Ry la relation définie par x Rg vy <= (a, x, ¥) € R,
Soit par ailleurs la relation binaire 2

5=[(x, v} x=vetxetysont de méme parité)

Montrer que S = g p Ra.

Soit ¥V un vocabulaire muni d'un ordre strict linéaire o. Soit < la relation
défimic sur V* par

n<ver(v=uwavec WH#E)ou(U=wxu' el v =wyv' avec X i y)
1. En vous inspirant du schéma d'induction définissant 1’ordre
lexicographique sur V# (¢f, exemple 2.7.2), définir inductivement <.
2. Utiliser les régles du schéma pour montrer que basiligue < bateau.

Soit I'alphabet V = {0, 1, o). Soit R la partie de V¥ définie inductivement
par le schéma suivant ;
» Base  pour tout w dans {0, 1}¥, wlowl appartient a R
« Régle : 51 uov est dans K alors ulov( appartient & K
1. Examiner les mots suivants et dirg $7ils sont ou non des éléments de R
1100, 11100, 011 11000, 10111 100, 1100a1111.
2. Montrer que o est la relation définie sur {0, 1}* par
u o v e lul = lvlet v est I'écriture binaire du successeur de u
3. En déduire que o peut étre défini par le schéma suivant :
« Base 001
« Régle :siucvalorsOuoOv, lug lv,ul ovl

Soient K et K; deux relations d’équivalence internes a un méme ensemble.
1. Montrer que B < K3 531 toute classe de B2 est union de classes de K.

2. Etudier Ry m R, Ry U Ry, Byo Ra, (R Ray*,

3. Montrer que R o Rz est une équivalence ssi Rjo Ra=Rao Ry,

Soit (E, =) un ensemble ordonné.

1. 8i a(al(a, b), ) existe, que peut-on dire de afa, b, ) ?

2. 5i a(a, b, c) existe, que peut-on dire de A(~(a, b), c) et de ala, A(b, c))?
3. 8i a(ala, b), ) existe, que peul-on dire de A(a, A(b, ¢)) 7

Soient (E1, £) et (Ej, =5) deux ensembles ordonnés. Soit f : E; — E; une

W LW a1 E el

—m——
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fonction croissante. Démontrer ou infirmer les propositions suivantes |
» 5i f es1 une bijection alors [x £ y < f(x) <2 f(y)]
- Pour toute partie A de Ey, sup[f(A)] = fisuplF])

Soit M I'ensemble des mots de longueur £ 3 sur {a, b, ¢}. A I'aide d'un
arbre, énumérer les ¢lément de M. Comment peut-on visualiser M muni de
I"ordre préfixe 7
Plus généralement, soit (E, <) un ensemble ordonné fini. On suppose que le
diagramme de Hasse de E est un arbre. Donner quelques propriétés
pertinentes de <.

On considere 'ensemble ordonné (P(E), <) des parties d’un ensemble fini
E de n €léments.
1. Montrer que A précéde B ssi A = B et IBl = |Al + 1. En déduire les
propositions suivantes :

+ Toute chaine maximale de % (E) est de longueur n

+ Le nombre de chaines maximales de P(E) est n!
2. Soit A une partie de E de cardinal p. Montrer que le nombre de chaines
maximales passant par A est pl(n — p)!. En déduire que toute partie libre de

Il

(PLE), <) est de cardinal = (L n J} Cette bome est-elle atteinte 7
z

Soit £ 1'ensemble des ordres sur un ensemble de cardinal n.
1. Dessiner, pour n = 2, 3, 4, 5, les diagramres des éléments de €,
2. Quel est le mimimum de €. Caractériser ses successeurs, En déduire Jeur

nombre.
3. Caractériser les maximaux de €. En déduire leur nombre.

Soit (I, =) un ensemble ordonné. Montrer 1’équivalence des propositions
sulvantes :

» Toute partie libre de E est finie

+» Toute partie de E a un nombre fimt {(éventuellement (1) de minimaux

« Toule partic de E a un nombre fini (éventuellement 0) de maximaux

Un ensemble ordonné (E, <) est dit artinien lorsque toute partie non vide de
E posséde un maximal (cf. 2.8.2),

1. Montrer que [ est artinien 581 loule suite croissante est finie,

2. Montrer que E est 3 la [ois nectherien et artinien ssi toute chaine est finie.

Un ensemble ordonné (E, =) est dit inf-find lorsque toule partie non vide de
E posséde au moins un et au plus un nombre fini d’éléments minimaux, On
définit par dualité la notion d’ordonné sup-find.

1. Montrer que si E est inl-lini alors tout élément de E est minoré par un
minimal de E (¢f, théoréme 2.5.3).

2. Montrer que E est inf-fini ssi de toute partie infinie, on peut extraire une
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suite Siriclement crolssanie.
En déduire que si E est  la fois sup et inf-fini, alors E est fini,
3. Montrer que E est inf-fini ssi il vérifie les deux conditions suivantes :
{. Toute chaine de E qui posséde un maximum est fini
if. Toute anti-chaine de E est finie
En déduire que dans un ordonné inf-fini, tout élément x admet un nombre
fini d'éléments < x.
4, Déduire de ce qui précéde gu'un ordonné inf-fini est dénombrable et
admet un tri topologique (cf. théoréme 2.5.7).

1. Montrer gue le produit direct de deux ordonnés inf-fims est inf-fini.

2. Montrer que 1'image par un morphisme d’ordre d'un ordonné inf-fini est
inf-fini. :

3. Que peut-on dire du produit lexicographique de deux ordonnés inf-finis ¥

On considére sur le produit cartésien Ep X Eg X ... X En de n ensembles
ordonnés (E1, <), (Ea, =2), ..., (Eq. <p) les deux ordres lexicographiques
eg €L Sieq (6f. 2.7.3). Montrer I'équivalence des propositions suivantes

* Sypg €8t neetherien

« %4 €51 neethenen

.« 54, =2, ..., =p s0nt neethenens

Omn considére I’ensemble (E —» F) des fonctions partielles de E dans F.

1. Soient deux fonctions [ et g tels que graphe(f) M graphe(g) = ©. Montrer
gu'il existe une unique fonction h dont le graphe est graphe(f) « graphe(g).
Onnoterah =f+g.

2. Montrer que 'ordre d'inclusion sur les relations induit un ordre < sur
(E—TF). Montrerque : ([<g<>3heelgueg=£f+h.

On note = 1"ordre naturel défini sur 1'ensemble M des entiers.
Le probléme a pour but 'étude de "existence et de 'unicité de la fonction
f:IN— M calculée par le programme récursif

[(n) = si n < 3000 alors {(f(n+10)) sinon n— 35
1. Soit « la relation sur N définie par

m« n <> ((m=n)ou(n<sm<30) ou (n < 3000 <m))

Montrer que « est un ordre neetherien. Donner 'ensemble de ses minimaux.
Dessiner le diagramme de (M, «).
2. Montrer que ¥n [3000 « n = 3000 « {(n) « n]
3. En déduire I'existence et 'unicité de f,

Soit [ la fonction de M dans M calculée par le programme récursif
si (x=00ux=1) alors f(x) ;=1
sinon si (x pair) alors f(x) = fix div 2)
sinon f(x) =f(3x + 1)
fsi
fsi
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1. Montrer que si le programme s’arréte alors f(x) = 1.

2. Soit E I'enscmble des x tels que le programme s’arréte. Donner un
schéma d'induction de E, Comment se traduit alors le probléme de 1'arré|
du programme pour tout x 7

Soit (E, <) un ordonné complet. Soient f et g deux fonctions continues de E
dans lui-méme telles gue fog = gof.

1. Montrer que 1’ensemble des points fixes communs a f et g est non vide ct
admet un minimum m que I'on calculera.

2. Montrer que m est le plus petit point fixe de fog.

3. Montrer que si f(_L) = g{ L) alors f et g ont méme plus petit point fixe.

Soit (E, ) un ordonné admettant un mimum noté L, Une partie non vide A
de E est dite dirigée si toute paire d’éléments de A possede un majorant qui
appartient 4 A. (E, <) est dit s-complet si toute partie dirigée admet une
bome supéricure (cf, 2.8.4).

1. Montrer que le produit direct de deux ordonnés s-complet est s-complet.
2. Montrer que I'ensemble des fonctions totales d’un ensemble arbitraire
dans un ordonné s-complet est s-complet.

3. Montrer que 'ensemble des fonctions croissantes d'un ordonné s-complet
dans un ordonné s-complet est s-complet.

On considére 'ensemble At des mots de longueur finie sur un alphabet A,

51 X el Y sont deux parties de AT, alors on note XY la partie définie par
XY={xylxe Xetye Y}

Soit f: P(A+) = P(AT) 1a fonction f(X) = X XA,

Montrer que f admet un plus petit point fixe que l'on calculera (cf.

théorégme 2.10.6).

On considére 'ensemble R des relations binaires intermes i un ensemble
fini. Soit R une relation binaire.

1. Soit f : #2 — R la foncoon [{(X) = X . XoR.

Montrer que  admet un plus petit point fixe que 'on calculera (cf.
théoréme 2.10.6).

2. Méme question avec la fonction g(X) = R U XoX.

Soit le programme récursif (¢f, exemple 2.10.1) :

fim,n) z=sim=mnalors n + | sinon f{im, fim -1, n+ 1})
1. Calculer (3, 1), £(3, 2).
2. Vérifier que Amn . si m = n alors n + 1 sinon m + 1 est un point fixe de
'opérateur £2 ;= Afmn . sim =nalors n + 1 sinon fim, fim —1,n+ 1)),
3. Calculer le plus petit point fixe de £2 par le théoréme 2.10.6,

Soit R une relation binaire intermne & un ensemble fini. Soit I'ensemble
=S85 =R*]
1. Montrer que (9, <) est un sup-demi-treillis et qu’en général cc n'cst pas
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un treillis. Calculer § + T _
2. On suppose que, pour tout 1 > 0, R est irréflexive. Montrer que S A T

existe. En déduire que (42, &) est un sous-treillis du treillis des parties.

Soent E el F deux ensembles finis. On ordonne % (Ex9(F) par
(AB)=(A"B Y= ASA'ctB=2R
1. Montrer (P (E)XP(F), <) est un treillis. Calculer le maximum et le
MINLmum.
2. Un élément x d’un treillis est dit v-réductible lorsqu’il existe x; et xg
différents de x tels que % = x; v xz. Déterminer tous les éléments
v-trréductibles de P(E)XP(F).
3. Soit R une relation binaire de E vers F. Soit ¥ le sous-cnscmble de
P(ExP(F) défini par
(A, Ble Y= Vablae Actbe B = aRh)
Montrer que 9 est un sous-treillis de (P(E)xP(F), =). Trouver tous les
éléments v-iméductibles de &

(On considére un ensemble ordonné fini (E, <) possédant un G etun 1 et
satisfaisant i la condition (C) suivanic : pour tous a, b

a = b = deux chaines maximales arbitraires [a, 1] et [0, b] 5'intersectent
1. Montrer que (E, =) est un treillis,

-2, A T"aide de diagrammes, donner :

= un treillis qui vérifie la condition (C)
- un treilhis qui ne vérifie pas la condition (C)

Soit (T, =) un wreillis.
I. Montrer qu’une partie I de T est un idéal ssi il vérifie les deux conditions
suivantes :

WX, y(xeletyel=xvyel)

VX, y(xeletysx=yel)
En déduire que, pour tout a appartenant & T, 'ensemble

Iz={xe Tlx=a]

est un idéal que I'on qualifiera de principal.
2. Montrer que I"union d’une chaine d'idéaux de T est un idéal de T.
3, Déduire de ce qui précéde que tout idéal de T est principal ssi toute suite
croissante d'éléments de T est finie (¢f. exercice 17).

Chapitre 3
STRUCTURES ALGEBRIQUES

Toute démarche proprement scientifique passe par le processus d’abstraction
qui vise & séparer la description des caractéristiques des objets de la description
de leur réalisation. Dans une approche ascendante, la phase de structuration des
données concrétes en entité absiraile constitlue une étape essentielle. Pour ce
faire, on utilise différents modeles mathématiques parmi lesquels les structures
algébriques jouent un réle important.

Nous commeng¢ons par étudier deux structurcs trés simples mais
fondamentales : les monoides et les algébres de Boole. Leur connaissance devrait
contribuer & motiver I'introduction du concept plus unificateur d’algiébres
universelles.

3.1 MONOIDES

Nous nous intéressons aux struclures 4 une opération oi scul le caraciére
d’associativité sera dominant,

3.1.1 Les concepts

Définition  On appelle groupoide un ensemble G muni o une opération
bingire @ : GXG — G. On le note (G, ) et on dit que r est Son SUPPorL.

L'image par o d"un couple (a, b) d*éléments de G est appelée le composé de 2
et b par . Plusicurs notations sont utilisées
« notation applicative ou polonaise : préfixée avec ou sans parenthéses w(a, b) ou
wab, postlixées avec ou sans parenthéscs (a, b)w ou abw
- notation infixée awb

La notation postfixée est plus adaptée aux traitements automatiques. Nous
utiliserons néanmoins 1a notation infixée plus lisible. En outre, 1"opération o se
dénote souvent par un symbole spécial, par exemple, +, —, +, T, etc.





